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基于混合灵敏度矩阵的轴向功能梯度梁的损伤识别

林谢星，吕中荣
（中山大学力学系，广东 广州 ５１０００６）

摘　要：提出了一种基于响应灵敏度分析的方法对轴向功能梯度梁进行局部损伤识别。通过对梁的固有频率和
加速度响应在数值模拟和测量间的误差的最小化来建立目标函数，利用罚函数法对该目标函数线性化得到损伤

识别的混合灵敏度矩阵。利用该混合灵敏度矩阵进行迭代求解，最终得到准确的损伤识别结果。以单跨简支梁

和两跨连续梁为例，验证了文中方法的准确性和有效性。该方法的优点是只需要利用几个加速度测量点的短时

间响应历程和前几阶固有频率就可以获得准确的识别结果。
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　　近几十年来，在结构损伤伤识别和健康监测领
域里发展了许多种损伤识别方法。Ｄｏｅｂｌｉｎｇ等［１］通

过测试结构动态参数的变化来对结构进行损伤识

别。Ｈｏｕｓｎｅｒ等［２］总结了土木工程结构中控制与健

康监测领域中一些先进的方法。Ｚｏｕ等［３］综述了复

合材料结构中损伤识别方法的发展状况。

一般来说，损伤识别的方法可以分为两类———

频域法和时域法。频域法主要是基于固有频率［４］，
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模态振型及对应的导数［５－６］，测量的动态柔度系

数［７］，频率响应函数［８］这些方法。考虑到固有频

率具有易于测量和准确性高的特点，人们常常选取

其作为损伤识别的一个动态参数。但是，如果只是

选用固有频率这个参数的话，在对称结构的损伤识

别求解中会出现重根的情况。虽然我们可以在反问

题中结合模态振型去解决这个问题，但是现实中我

们很难准确地测量模态振型，尤其是高阶模态。而

且对于频率法还有一个缺陷———模态特性对结构局

部损伤不够敏感［９］。

时域法是直接通过结构的时域响应来识别结构

损伤。Ｃａｔｔａｒｉｕｓ等［１０］通过结构振动响应的时程分

析识别了智能结构的损伤。Ｍａｊｕｍｄｅｒ等［１１］提出了

一种时域法，通过分析振动数据对梁结构进行损伤

检测。这里的外激励采用的是车辆在桥上移动所产

生的荷载。Ｌｕ和 Ｌａｗ提出基于模型修正的响应灵
敏度法并用于结构损伤进行识别［１２－１４］。

近年来，功能梯度材料以其良好的热力学特

性，在很多方面得到了很好的应用，比如航天飞机

的框架结构，宇宙飞船的隔热板等［１５］。许多研究

者也基于功能梯度材料的结构进行了广泛的振动分

析的研究［１６－１７］。由于大部分的功能梯度材料是应

用在比较苛刻的环境下，所以针对功能梯度材料的

准确的条件评估便显得尤为重要。目前，对于功能

梯度材料的损伤识别的研究还相对较少［１８］。

针对轴向功能梯度材料提出了一种基于灵敏度

的局部损伤的识别方法。通过对梁的固有频率和加

速度响应在数值模拟和测量间的误差的最小化来建

立目标函数，基于罚函数法得到损伤识别方程的混

合灵敏度矩阵，利用该矩阵进行迭代求解最终可以

获得准确的损伤识别结果。本文以单跨简支梁和两

跨连续梁为例，说明所提方法的准确性和有效性。

１　理论方法
１１　轴向功能梯度梁模型

本文假设轴向功能梯度梁的杨氏模量和密度沿

轴向按如下规律变化

Ｅ（ｘ）＝（ＥＬ－ＥＲ）（１－ｘ／Ｌ）＋ＥＲ （１）
ρ（ｘ）＝（ρＬ－ρＲ）（１－ｘ／Ｌ）＋ρＲ （２）

其中ＥＬ和ＥＲ分别表示梁的左端和右端的杨氏模其
中ＥＬ和ＥＲ分别表示梁的左端和右端的杨氏模量，
ρＬ和ρＲ分别表示梁的左端和右端的密度。是非负
的指数，描述材料沿着梁轴向的变化情况。

１２　轴向功能梯度梁的自由和受迫振动
轴向功能梯度梁自由振动和受迫振动方程分别

如下：

Ｍｒ̈ｓ＋Ｋｄｒｓ＝０ （３）
Ｍｄ̈＋Ｃｄ＋Ｋｄｄ＝Ｐ（ｔ） （４）

其中 Ｍ，Ｋｄ，Ｃ分别表示的是系统的总质量矩阵，
总刚度矩阵以及阻尼矩阵。̈ｒｓ，ｒｓ为梁节点自由运动
的响应，̈ｄ，ｄ，ｄ分别表示梁节点受迫振动的加速度，
速度和位移响应。Ｐ（ｔ）是外激励矢量，本文采用
Ｒａｙｌｅｉｇｈ阻尼模型，即Ｃ＝ａ１Ｍ＋ａ２Ｋ。ａ１、ａ２是常
数，可通过前两阶固有频率近似构造。

１３　模型修正问题的目标函数
反问题中，通过对目标函数取最小值来进行优

化，使计算模型与实际结构相符。本文采用的目标

函数为：

ｇ１（α）＝
１
２∑

ｎｆ

ｐ＝１
（^λｐ－λｐ（α））

ＴＷ１（^λｐ－λｐ（α））

（５ａ）

ｇ２（α）＝
１
２∑

ｌ

ｊ＝１
∑
ｎｔ

ｉ＝１
（^Ｒｉｊ－Ｒｉｊ（α））

Ｔ

Ｗ２（^Ｒｉｊ－Ｒｉｊ（α）） （５ｂ）

其中λｐ ＝ω
２
ｐ，即固有频率的平方。ｌ是测点数，

ｎｔ是时间采样点数，ｎｆ是特征值数。α是待识别的
损伤参数 （α１，α２，，αＮ）

Ｔ的向量形式。Ｒ（α）是
对应α的计算响应向量，Ｒ^测量的响应向量。Ｗ１和
Ｗ２是对应的特征值和动态响应的权重矩阵，本文
均取为单位矩阵。

１４　模型修正中的混合灵敏度矩阵
利用罚函数法［１９］，识别方程可写为：

ＳｊλΔα
ｊ＝Δλｊ （６ａ）

ＳｊＲΔα
ｊ＝ΔＲｊ （６ｂ）

其中

Δλｊ＝λ^－λｊ（α） （７ａ）

ΔＲｊ＝Ｒ^ｊ－Ｒｊ（α） （７ｂ）
分别为第 ｊ次迭代中模拟测量和计算响应间的差
值，Ｓｊλ是关于损伤参数的固有频率的灵敏度矩阵，

通过Ｆｏｘ和 Ｋａｐｏｏｒ的方法［２０］可以求得。ＳｊＲ是动态

响应的灵敏度矩阵，运用Ｌｕ等［１３］提到的方法可以

求得。

整合方程 （７ａ）和 （７ｂ）可得
珔ＳｊΔαｊ＝ΔＨｊ （８）

其中珔Ｓｊ＝
Ｓｊλ
Ｓ[ ]ｊ
Ｒ

即为混合灵敏度矩阵，ΔＨｊ＝ Δλｊ

ΔＲ
[ ]ｊ

将方程 （８）展开得

２４
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　　方程 （８）可以通过阻尼最小二乘法 （ＤＬＳ）
求解［２１］，表达式为：

Δαｊ＝（珔ＳｊＴ珔Ｓｊ＋γＩ）珔ＳｊＴΔＨｊ （１０）
其中，γ是非负阻尼正则化参数。式 （９）的解等
同于对如下函数取最小值

ＪΔαｊ，( )γ ＝ 珔ＳｊΔαｊ－ΔＨｊ２＋γΔαｊ２（１１）
　　在本文中，采用 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法求解最
优正则化参数 γ［２２］。对于第 ｊ＋１次迭代的修正损
伤参数αｊ＋１可表示为

αｊ＋１ ＝αｊ＋Δαｊ （１２）
收敛准则设定为

ｍａｘ（Δαｊ）≤Ｔｏｌ （１３）
这里容许值Ｔｏｌ取为１×１０－３。

１５　迭代算法步骤
首先，给定一组初始的损伤参数向量 α０，并

设为零向量。迭代过程如下：

步骤１：基于初始的损伤参数向量，通过方程
（３）和 （４）在ｊ＝ｋ＋１次迭代之后，求得固有频
率和动态响应。误差向量Δλｋ和ΔＲｋ则是通过方程
（７）求得。再由方程 （１０）得到模拟测量和计算
响应之间的差值。

步骤２：由上一步求得的损伤参数向量αｋ计算
在ｊ＝ｋ＋１次迭代时的灵敏度矩阵Ｓｊλ，Ｓ

ｊ
Ｒ。

步骤３：由方程 （１２）算得αｋ＋１。
步骤４：重复步骤１到３，直到容许条件 （１３）

满足。

２　数值模拟
２１　轴向功能梯度梁的损伤识别

如图１所示，本算例的轴向功能梯度梁是在简
支边界条件下，尺寸为２０ｍ×０４ｍ×１ｍ，由钢
和铝组成，左端为纯钢右端为纯铝，所用的幂次指

数为０５，表１是详细的材料参数。通过 ＭＡＴ
ＬＡＢ软件，将梁划分为１２个２节点的欧拉伯努利
梁单元。未损伤状态下梁的前五阶固有频率为

５６８，２２９１，５１３４，９０８和１４０９２Ｈｚ。本算例
所用的外激励是作用在第七个节点的横向冲击荷

载：

Ｆ（ｔ）＝１０５（ｔ－００２）Ｎ　（００２ｓ＜ｔ≤００４ｓ）
Ｆ（ｔ）＝１０５（００６－ｔ）Ｎ　（００４ｓ＜ｔ≤００６ｓ{

）

计算动态响应时，整个时间历程为２ｓ，时间步长
取０００１ｓ。基于瑞利阻尼模型构建的阻尼系数均
取００１。损伤识别中采用前１２阶固有频率以及节
点２，４，６，８，１０的加速度响应。

图１　轴向功能梯度梁
Ｆｉｇ１　Ａｎａｘｉａｌｌｙｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙｇｒａｄｅｄｂｅａｍ

数值模拟是通过单元杨氏模量的减少来模拟局

部损伤，本算例模拟单元１，２，６和１０分别出现
５％，１０％，１５％ 和 ２０％的损伤。不考虑噪声的情
况下，经过５０次迭代，成功识别损伤，最大的误
差发生在第七个单元，只有０００１２％，结果如图
２所示。最优正则化参数 λｏｐｔ为８８８８，迭代过程
中典型的Ｌ型曲线如图３所示。本算例很好的验证
了本文方法的正确性。

３４
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表 １　梁的材料特性
Ｔａｂｌｅ１　Ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｂｅａｍｉｎｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｔｕｄｙ

Ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ Ｓｔｅｅｌ Ａｌｕｍｉｎｕｍ

Ｅ／ＧＰａ ２１０ ６９
ρ／（ｋｇ·ｍ－３） ７８００ ２７００

图２　多损伤的识别结果 （无噪声）

Ｆｉｇ２　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｍｕｌｔｉｐｌｅｄａｍａｇｅｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ（ｎｏｉｓｅｆｒｅｅ）

图３　典型Ｌ型曲线
Ｆｉｇ３　ＴｈｅｔｙｐｉｃａｌＬｃｕｒｖｅ

为了更好模拟实际工况，考虑噪声的影响。固

有频率取恒定的０１５％的噪声，加速度响应依次
取０％，５％和１０％。如图４所示，随着噪声等级
的提高，识别误差有变大的趋势，但识别结果还是

令人满意的。在１０％噪声的水平下最大的识别误
差也只是１２％，很好的体现了本文方法的正确性
和鲁棒性，并且对噪声的影响不敏感，有较好的工

程应用潜力。

２２　两跨连续轴向功能梯度梁的多损伤识别
算例２采用的是两跨的连续梁，如图５所示。

模型尺寸为４ｍ×０２ｍ×０１ｍ，梁的左端为二氧
化锆 （ＺｒＯ２），右端为钛合金 （Ｔｉ６Ａｌ４Ｖ），材料
参数如表２所示。有限元模拟中，将梁划分为１２
个２节点的欧拉伯努利梁单元，计算得到的前６阶

图４　不同噪声水平下多损伤识别结果
Ｆｉｇ４　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｍｕｌｔｉｐｌｅｄａｍａｇｅｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ

ｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｏｉｓｅｌｅｖｅｌ

固有 频 率 为 ６６４７，１２９２０，２５３０４，４３２４６，
５５９０７和８８８７３Ｈｚ。对于受迫振动，所用的外激
励是分别作用在第８个和第１７个节点的横向冲击
荷载：

Ｆ１（ｔ）＝１０
４（ｔ－００２）Ｎ，（００２ｓ＜ｔ≤００４ｓ）

Ｆ１（ｔ）＝１０
４（００６－ｔ）Ｎ，（００４ｓ＜ｔ≤００６ｓ{ ）

Ｆ２（ｔ）＝１０
４（ｔ－００２）Ｎ，（００２ｓ＜ｔ≤００４ｓ）

Ｆ２（ｔ）＝１０
４（００６－ｔ）Ｎ，（００４ｓ＜ｔ≤００６ｓ{ ）

计算动态响应时，时间步长取００００５ｓ，总
的时间历程取２ｓ。阻尼系数同样假设为００１。损
伤识别时，采用前１２阶的固有频率和节点３，５，
８，１３，１５，１６和１９的加速段响应。

表２　梁的材料特性
Ｔａｂｌｅ２　Ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｂｅａｍｉｎｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｔｕｄｙ

Ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ＺｒＯ２ Ｔｉ－６Ａｌ－４Ｖ

Ｅ／ＧＰａ １６８ １０５
ρ／（ｋｇ·ｍ－３） ３０００ ４４２９

图５　连续轴向功能梯度梁
Ｆｉｇ５　Ａｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓａｘｉａｌｌｙｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙｇｒａｄｅｄｂｅａｍ

本算例中，模拟单元 ２，５，１１和 １４出现损
伤，也即杨氏模量对应减少 １０％，８％，１５％和
２０％。固有频率和加速度响应分别加入０１５％和
５％的噪声。如图６所示，经过１５０次迭代后，识
别结果收敛，最大的误差仅为 ２２２％。其中最优

４４
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正则化参数λｏｐｔ为７１８１。本算例进一步验证了方
法的正确性和有效性。

图６　连续功能梯度梁的多损伤识别结果
Ｆｉｇ６　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｍｕｌｔｉｐｌｅｄａｍａｇｅｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ

ｉｎａｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓＡＦＧｂｅａｍ

３　结　论
本文采用基于混合灵敏度矩阵的有限元模型修

正法，利用罚函数法和 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化法对识别
方程进行迭代求解。所提的方法在轴向功能梯度梁

的损伤识别中体现了有效性和鲁棒性。两个算例表

明，运用此方法，只需要几个固有频率和很少几个

测点的加速度响应就可以得到很好的识别结果，同

时具有较好的抗噪性，具有较好的工程应用前景。
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